Spelteori

1. Inledning

Strategisk interdependens, externaliteter.

Exempel: Investeringsspel. Tva foretag, A och B, konkurrerar pa en marknad. Bada har
mojlighet att 6ka sin vinst genom att hdja produktionskapaciteten med en investering, men
om bada investerar blir det 6verkapacitet.

Vinster (milj)

Fyra mojliga utfall: A g
Bade A och B investerar -2 -2
Ingen investerar 2 2
A investerar, B investerar ej 4 1
A investerar ej, B investerar 1 4

Lat oss anta att A agerar forst, sen ser B vad A gor och till sist agerar B.

Situationen kan beskrivas med ett trad:

Vad kommer att handa i spelet? A vet om A:l sa B:E och om A:E sa B:l.

Allts& A:l. och B:E.



Om vi vander pa ordningsfoljden far vi forstas det motsatta utfallet: A:E sa B:l.

Anta i stéllet att A och B fattar sina beslut samtidigt. Hur markeras det i speltréadet? (Kan

beskrivas med tva olika speltrad beroende pa vem som borjar.)

A
B

Svarare att na fram till en bestamd forutsagelse.

Slutsats: Beslutens timing och spelarnas information viktiga.

Notera ocksa: vanliga intuitioner om vérdet av mer information galler inte

nodvandigtvis i spelsituationer. | exemplet: strategisk fordel for A nér B kan observera A:s

handling innan B handlar sjalv.

Statiska — Dynamiska spel = olika l6sningsbegrepp.

Representationsformer: Extensiv form - Strategisk form (= normalform)



2. Statiska spel

2.1 Definition

Situation: Antal aktorer, alla kan valja mellan antal alternativ, var och en fattar beslut utan

kannedom om andras val. Utfall varje aktor = f(alla beslut)

Def: Spel i strategisk form (normalform):
- mangd spelarel ={1,....n}
- for varje spelare i, en mangd mojliga alternativ, (rena) strategier, S; = {si, Si2, ...}
- for varje spelare i, en nytta eller payoff-funktion u; som beror pa samtliga spelares

strategier.

tolkning: om strategiprofil s = (sy,...,s,) valjes, far i payoff u;(s).
Exempel: Investeringsspelet. I = {A B}
Sa =Sg = {lInvestera, Ej investera}= {l, E}

4 mojliga strategikombinationer

I tvapersonersspel, lampligt beskriva nyttor i (bi)matrisform:

Spelare B
I E

-2 1

|
Spelare A -2 4

4 2 varje ruta: Ug

E
1 2 Ua




Kontext, spelarnas info fore spelet: Traditionellt antas:
- alla spelarna (fullkomligt) rationella
- alla spelarna har fullstéandig info om spelets regler

- Rationalitet och fullstdndig info & Common knowledge

2.2 Losningsbegrepp

Givet (statiskt) spel. Hur forutséga utfallet?
Vissa fall enkla:

Fangarnas Dilemma

Spelare 2
C D
2 5
C
Spelare 1 2 -2
-2 0
D
5 0

D alltid bést.

Dominans (strikt och svaq), tvdpersonersfallet

Definition: lat sy, t; vara strategier for 1.
(i) s; dominerar t; strikt om
Ui(S1, S2) > ua(ty, sp) forallas; € Sy.
t, ar da strikt dominerad.
(ii) sq &r strikt dominant om s; strikt dominerar alla andra mojliga strategier for 1.

| exemplet: D é&r strikt dominant for bada spelarna. (D, D) ar en strikt dominansjamvikt.



Upprepad (strikt) dominans

Har galler: U dominerar D strikt. Alltsa U strikt dominant for 1.

Men: varken L eller R & dominerad for 2. Fast om vi tar bort D, sa blir R strikt dominerad
for 2. Bara (U,L) blir kvar. Spelet kan I6sas med upprepad strikt dominans (egentligen
upprepad eliminering av strikt dominerade strategier).

| storre spel kan vi ibland upprepa elimineringsprocessen fler ganger.

Svag dominans.

U alltid minst lika bra och (om 2 valjer H) strikt béattre &n N.
Definition: s; dominerar t; svagt om
Us(S1, S2) > us(ty, sp) for alla mojliga s,
och

us(s1, S2) > ug(ty, s;) for nagot s,.



Notera:

1. Upprepad svag dominans forekommer ocksa men ar inte lika 6vertygande som
I6sningsbegrepp. Till skillnad fran strikt dominans kan resultatet bero pa i vilken
ordning strategier elimineras.

2. Vickrey-auktionen eller second-price-auktionen &r ett exempel pa en typ av spel
som har en l8sning i svagt dominanta strategier. Det &r alltid svagt dominant att

bjuda sin vérdering.

Nashjdmvikt

| manga spel kommer vi ingenvart med dominansargument.

Exempel: Ingen strategi ar strikt eller svagt dominerad for nagon spelare.

L M R

=
o
w

Hur skall vi gora? Leta efter strategikombination (si, s2) sa att
S1 &r bést for 1 mot s, och
Sy &r bast for 2 mot s;.
Detta &r idén bakom Nashjamvikt.
Hur finna Nashjamvikt?
Stryk under 1:s (payofftal i) basta svar mot varje mojlig s, och vice versa.
Om i nagon ruta bada talen &r understrukna sa har vi tva strategier som ar béasta svar mot

varandra, en Nashjamvikt! = (U, M) i exemplet.



Def: Ett strategipar (S1, S2) ar en Nashjamvikt om

1) U1(S1, S2) > us(ty, sp) for alla mojliga t;

(2) Uz(S1, S2) = Ua(sy, tp) for alla mojliga to.
Nashjamvikten &r strikt om (1) och (2) géller med > for allat; =s; ,i=1, 2.
Annars har vi en svag Nashjamvikt.

I exemplet: (U,M) é&r en strikt Nashjamvikt.

Exempel med svag Nashjamvikt:

Andra tidigare Exempel:

N
N
o

=
o
w

Jamvikten (U,M) &r svag. Problem: Spelare 2 har inget incitament att valja just

jamviktsstrategin M.

Samband Nashjamvikt-upprepad dominans:

Sats. Om (sy, S2) ar Nashjamvikt, sa 6verlever s; och s, upprepad strikt dominans.



Existensproblem, blandade strateqier.

Exempel: Matching Pennies

Finns ingen Nashjamvikt.

Men anta spelarna kan anvanda slumpmekanism.

Om Spelare 2 spelar 0,5H + 0,5 T (alltsd H och T med samma sannolikhet 0,5) blir
uyH,.) =05-1+05(-1) =0 och
uT,.) =05(1) +05-1 =0

om vi antar att spelarna maximerar forvantad nytta.

Alltsa: Spelare 1 indifferent mellan H och T.

Slutsats: Om vi tillater slumpstrategier, blandade strategier, har Matching Pennies en

Nashjamvikt i vilken bada spelarna spelar 05 H + 05 T.

Sats 1: | ett andligt spel finns alltid minst en Nashjamvikt (om vi tillater blandade
strategier).

Sats 2: Nashjamvikt i blandade strategier &r alltid svag. (Omvéndning géller inte.)

Mangtydighet

Exempel: Investeringsspelet, Battle of the sexes

Ofta svart gora bestamd forutsagelse. Paretooptimalitet kontra riskévervéaganden.



3 Dynamiska spel
3.1 Definition
Situation
Spel i extensiv form:  spelare, ordningsfoljd (mellan beslut), alternativ (handlingar),
information, payoffs
= Speltrad

Exempel: investeringsspelet igen

A
T8 -2 1 4 2
Informationsméngder
Perfekt — imperfekt information: informationsméngder, RITA!
I spel med perfekt information innehaller varje info-mangd bara en nod (beslutspunkt)

Alla (icke-triviala) statiska spel har imperfekt information.

Strategier i spel pa extensiv form:
Handlingsplan for varje mojlig situation i spelet. =
(Ren) strategi for spelare i bestar av en handling for varje info-mangd dar i véljer.
Exempel: i investeringspelet har spelare A bara en info-méangd vilken innehaller tva
alternativ. Alltsa har A tva strategier: Sa = {l, E}.

Vad galler for B? Tva info-mangd med vardera tva alternativ; alltsa fyra strategier.



Kalla B:s info-méangder 1 (efter 1:1) och 2 (efter 1:E):

Info-méngd
1 2
SB1 | I
SB2 | E
SB3 E |
Sga E E

Se = {Il, IE, EI, EE}.

Overgang till strategisk form:
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Strategisk form: Reducerad strategisk form:
F B F B
1 0 1 0
IN+F IN+F
3 0 3 0
0 3 0 3
IN+B IN+B
0 1 0 1
0 0 0 0
UT+F uT
2 2 2 2
0 0
UT+B
2 2

3.2 Losningsbegrepp
Baklanges induktion (framst spel med perfekt information)
Delspelsperfekt jamvikt (mer generellt, kan &ven anvéndas vid imperfekt information;
ger samma resultat som Bl vid perfekt information)
Nashjamvikt kan ocksa anvandas, men ar for svagt;

manga NE uppenbart orimliga (som vi ska se).

Baklanges induktion (backward induction):

Spel med perfekt information: (om andligt) bestam optimala handlingar vid de sista

beslutsnoderna; ersatt varje nod med payoff for det optimala draget och fortsétt baklanges.



Exempel:  Intrddesspel 1: Potentiell konkurrent 2: Monopol
Regler: (i) 1 bestammer IN eller UT

(ii) 2 observerar 1:s beslut, valjer sen att slass eller inte slass
Payoffs: 1:UT = m=0, mp=n"=2

1:1IN, 2 : inte sl3ss mE=m=n’=1

1:1IN, 2 :slass m=my=-1
1
uT IN
2

0 slss inte sléss
2

1 1

1 1

Att straffa konkurrenten nar han redan &r pa marknaden leder till kostnader for bada.
Alltsa battre for 2 inte slass givet IN.

Formellt med baklanges induktion: 2 :inte slass (1 >-1) = 1:IN (1> 0).

(IN, inte slass) den sjalvklara losningen.

For att forstd varfor Nashjamvikt inte fungerar, studera normalformen:

Slass Inte slass

-1 1

uT

Tva Nashjamvikter: en strikt som svarar mot BI-ldsningen,

men dessutom en (svag) NE till (UT, slass) som svarar mot icke-trovardigt hot.
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Liknande fenomen upptrader i investeringsspelet: (I,El) &r Bl-16sningen och NE, dock
svag, Dessutom finns tva andra (svaga) NE (E, 1) samt (I,EE), den senare med samma

utfall som (I,EI).

Sats: Alla dndliga (forklara!) spel med perfekt information har minst en ren
strategikombination som &r forenlig med BI.

Sats: alla BI-l6sningar ar Nashjamvikter (omvéndningen galler, som vi sett, inte).

Delspelsperfektion

Begransning med BI: spelaren maste veta var i tradet han befinner sig.
Fungerar darfor i allmanhet inte i spel med imperfekt information.
Delspelsperfektion i outside option-spelet:

(UT, B; B) och (IN, F; F) &r SPE.
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3.3 Upprepade spd

Fangarnas Dilemma

Spelare 2
C D
2 5
C
Spelare 1 2 -2
-2 0
D
5 0

Andlig upprepning: (D,D) i varje period. (Bl fungerar fast vi inte har perfekt information.)

Oandligt upprepade spel: Bl fungerar inte: ingen sista period!
Anta diskontering med faktor 8, 0 < 8 < 1.
"Dalig” jamvikt finns kvar: alltid (D,D) &r SPE.
Men kan ocksa finnas "bra” jamvikter.
Triggerstrategier.
Sats: Tva triggerstrategier utgér NE (och SPE) i oandligt uppr. F D om § tillrackligt hogt.
Bevis: Ensidig avvikelse fran trigger i period t ger hogst
u(avvika) =21+ 8+ 8% ...+ 8™ +55'+0+0+....
Payoff av trigger kan skrivas
u(trigger) = 2(1 + 8+ 8% ... + 8" + 2(8' + 8" + ...).
Ta bort forsta delen i bada uttrycken och dela med &' s ser man att

u(trigger) > u(avvika) < 2(1+8+8% ...)>5 < 2/(1-8) =5 < §>0,6.

Folkteorem



